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Анотація. У статті розглянуто удосконалені математичні моделі фізіологічного процесу м’язового скорочення на основі відомих 

гіпотез процесу функціонування опорно-рухомої системи організму людини. Зокрема, за першою феноменологічною гіпотезою А. 
Хілла, на основі реологічних моделей складових м’язової тканини, була розроблена математична модель зміни силового наванта-

ження м’язової тканини для режимів ізометричного тетанусу і скорочення (видовження) м’яза з постійною швидкістю. Встановле-

но, що загальним недоліком підходу А. Хілла є припущення про те, що співвідношення «сила–швидкість» має виконуватися мит-

тєво після зміни силового навантаження, що не відповідає експериментальним даним з відновлення силового напруження після 

ступінчатої зміни довжини м’язу. Для подолання зазначених недоліків було обрано гіпотезу А. Хаксклі, яка ґрунтується на прин-
ципах кінетики розподілу місць зв’язування актину (мономеру) із білковим філоментом (поперечних місточків). Введено припу-

щення, що місця зв’язування на актині знаходяться досить далеко один від одного, так що кожному місточку доступне тільки одне 

таке місце зв’язування. На основі гіпотези А. Хакслі була розроблена математична модель силового навантаження м’язової ткани-
ни, яка залежить від функції розподілу кількості поперечних місточків. Результати порівняння теоретичного і експериментального 

досліджень силового навантаження на м’яз, на основі розроблених математичних моделей у вигляді диференціальних рівнянь, 

підтвердили адекватність використання відомих теоретичних положень для опису протікання біологічних процесів у м’язових 
тканинах. 

Ключові слова: м’язове скорочення, режим навантаження, математична модель, реологічна модель, ізометричний тетанус. 

Аннотация. В статье рассмотрены усовершенствованные математические модели физиологического процесса мышечного сокра-
щения на основе известных гипотез процесса функционирования опорно-двигательной системы организма человека. В частности, 

по первой феноменологической гипотезе А. Хилла, на основе реологических моделей составляющих мышечной ткани, была разра-

ботана математическая модель изменения силовой нагрузки мышечной ткани для режимов изометрической тетануса и сокращения 
(удлинение) мышцы с постоянной скоростью. Установлено, что общим недостатком подхода А. Хилла является предположение о 

том, что соотношение «сила-скорость» должно выполняться мгновенно после изменения силовой нагрузки, что не соответствует 

экспериментальным данным по восстановлению силового напряжения после ступенчатой изменения длины мышцы. Для преодоле-
ния указанных недостатков была избранна гипотеза А. Хакскли, основанная на принципах кинетики распределения мест связыва-

ния актина (мономера) с белковым филоментом (поперечных мостиков). Введено предположение, что места связывания на актине 

находятся достаточно далеко друг от друга, так что каждому мостику доступно только одно такое место связывания. На основе 
гипотезы А. Хаксли была разработана математическая модель силовой нагрузки мышечной ткани, которая зависит от функции 

распределения количества поперечных мостиков. Результаты сравнения теоретического и экспериментального исследований сило-

вой нагрузки на мышцу, на основе разработанных математических моделей в виде дифференциальных уравнений, подтвердили 
адекватность использования известных теоретических положений для описания протекания биологических процессов в мышечных 

тканях. 

Ключевые слова: мышечное сокращение, режим нагрузки, математическая модель, реологическая модель, изометрический 

тетанус. 

Abstract. The article discusses improved mathematical models for the physiological process of muscle contraction based on the well-known 

hypotheses of the functioning of the musculoskeletal system of the human body. In particular, according to the first phenomenological hy-
pothesis of A. Hill, on the basis of rheological models of the components of muscle tissue, a mathematical model was developed for chang-

ing the power load of muscle tissue for isometric tetanus and muscle contraction (lengthening) at a constant rate. It has been established that 

a common drawback of A. Hill's approach is the assumption that the force-speed ratio must be fulfilled instantly after changing the power 
load. This is inconsistent with the experimental data on the recovery of strength tension after a stepwise change in muscle length. To over-

come these disadvantages, A. Huxley's hypothesis was chosen. It is based on the principles of kinetics of the distribution of the binding sites 

of actin (monomer) with the protein filament (cross bridges). It is assumed that the binding sites on actin are far enough from each other so 
that only one such binding site is available to each bridge. On the basis of A. Huxley's hypothesis, a mathematical model of muscle tissue 

strength load was developed, which depends on the distribution function of the number of cross bridges. The results of the comparison of 

theoretical and experimental studies of the power load on the muscle, based on the developed mathematical models in the form of differential 
equations, confirmed the adequacy of the use of known theoretical provisions to describe the course of biological processes in muscle tissues. 
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Вступ 

Методи та інструменти математичного моделювання відіграють вирішальну роль в розвитку не 

тільки сучасних областей прикладної математики, але й теоретичної біофізики, біомедичної інженерії, 

фізіології і фундаментальної медицини [1, 2]. 

У даний час особливо стрімко розвиваються спеціалізовані області застосування математичного 

моделювання функціонування складових систем живих організмів. Однією із таких складових є система 

м’язової тканини, яка забезпечує механічну функцію усіх внутрішніх органів людини. Однією із актуа-

льних проблем є встановлення адекватних закономірностей механізму функціонування м’язової тканини 

при різних режимах її навантаження (ізометричний, ізотонічний). 
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Авторами [3, 4] була запропонована методика, що дозволяє за результатами динамічного інденту-

вання м’язів, отриманим на експериментальному приладі, визначити такі механічні характеристики 

м’язової тканини, як початковий миттєвий модуль Юнга і параметри простого експоненціального ядра 

релаксації. Дана методика базується на рішенні задачі про впровадження абсолютно жорсткого індентора 

у в’язкопружне органічне середовище (м’язова тканина). Більше того, в роботі [3, 4] механічні характе-

ристики були визначені тільки для однієї групи м’язів (двоголового м’яза плеча) у заданому стані без 

дослідження динаміки показників при різних навантаженнях на м’яз. Недоліком даної методики є необ-

хідність розв’язання системи нелінійних диференціальних рівнянь, що значно ускладнює автоматизацію 

методики ідентифікації та обробку значного об’єму експериментальних даних, що вносить суттєву роз-

біжність між результатами теоретичного і експериментального досліджень. 

При втраті 50% силових можливостей усіх м’язів, при статичному утриманні таза в рівновазі, всі 

м’язові зусилля знаходяться в межах їх фізіологічних можливостей, маючи при цьому приблизно 50 % 

запасу регулювальних можливостей [5, 6]. В умовах збільшеного навантаження (1000 Н) м’язи не в змозі 

впоратися із завданням підтримки горизонтальної рівноваги таза, так як максимальних зусиль, що розви-

ваються м’язами, менше необхідних. При 75% зниженні сили всіх груп м’язів, що беруть участь в підт-

римці рівноваги таза, система не буде здатна зберігати горизонтальну рівновагу таза при одноопорному 

стоянні, так як максимальні значення, що розвиваються м’язами, менше зусиль, необхідних для збере-

ження рівноваги таза. В умовах динамічних навантажень (5…10 % від статичного навантаження) утри-

мання рівноваги таза в даному випадку неможливо, так як величина необхідних м’язових зусиль значно 

перевищує гранично допустимі [5, 6]. Тому підвищення точності ідентифікації фізіологічного процесу 

скорочення м’язів дозволить оптимізувати методики лікування, реабілітації та спортивних тренувань, 

дозволяючи виключити пошкодження, підвищити тонус м’язів, знизити стомлюваність і поліпшити ко-

ординацію рухів [7]. 

Актуальність 

Актуальним є визначення структурної адаптивності і пластичності скелетних м’язів при застосу-

ванні процедури видовження кінцівки. Встановлено [8], що перенавантаження м’язів і фасцій (дистракція 

з добовим темпом 2-3 мм) викликає порушення мікроциркуляції і тканинну гіпоксію. При дистракції з 

добовим темпом 0,5 мм спостерігаються менш виражені зміни міонів, сполучнотканинних структур і 

судинної мережі м’язи. Тому визначення більш точних параметрів функціонування скелетного м’яза під 

час процедури дистракційного остеогенеза неінвазійним і найменш травматичним способом дозволить 

створити умови для адаптаційного зростання збережених м’язових волокон на етапі дистракції і фіксації. 

Також особливо актуальним у теперішній час моделювання скорочуваної активності м’язової тка-

нини обумовлена спробами створення штучних м’язів на основі активних і адаптивних матеріалів [9] з 

використанням різних фізичних принципів генерації зусиль. 

Мета 

Метою роботи є підвищення точності ідентифікації фізіологічного процесу м’язового скорочення 

шляхом розроблення ефективних методів математичного  моделювання на основі диференціальних рів-

нянь функціонування даного типу органів, що дозволить підвищити достовірність прогнозування кінема-

тичних і силових параметрів опорно-рухової системи. 

Задачі 

1. Обґрунтувати використання відомих гіпотез фізіологічного процесу м’язового скорочення і на їх 

основі проаналізувати можливість побудови ефективних математичних моделей для ідентифікації фізіо-

логічних процесів опорно-рухової системи. 

2. Розробити математичні моделі фізіологічного процесу м’язового скорочення на основі відомих 

гіпотез функціонування даних типів органів, що дозволить з високою точністю визначати фізіологічні 

характеристики м’язової тканини на різних режимах її навантаження. 

3. З метою визначення достовірності розроблених математичних моделей виконати порівняльний 

аналіз результатів теоретичного дослідження фізіологічного процесу м’язового скорочення на основі 

розроблених математичних моделей із результатами експериментального дослідження функціонування 

даних типів органів. 

Розв’язання задач 

Адекватна математична модель реальної м’язової тканини повинна забезпечувати можливість опису 

анізотропії властивостей [10], нелінійності її деформування, зміни механічних характеристик при акти-

вації скорочувальної функції і вплив цих факторів на процес активації. Одним із базових підходів до ма-

тематичного моделювання фізіологічного процесу м’язевого скорочення є стаціонарна залежність між 

постійною швидкістю скорочення υ і навантаження р (ізотонічний процес скорочення м’яза) [11]: 

 0( ) ( )р а b p pυ+ = −
, (1.1) 
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де а і b – параметри рівняння Хілла [11], які залежать від типу м’язу і від умов експерименту, зокрема від 

температури. 

Із рівняння (1.1) отримуємо функцію залежності значення сили від швидкості скорочення 

0bp a
p

b

υ

υ

−
=

+
, яка показана на рисунку 1, при значеннях параметрів a=0,14 Н і b=1,03 cм/c і максималь-

ному навантаженні p0=0,031 Н. Результат порівняння отриманої функціональної залежності  (див. рис. 1) 

за рівнянням (1.1) із експериментальними даними [8, 11] дозволив отримати показник адекватності ма-

тематичної моделі у вигляді середньої похибки апроксимації, яка склала 4%. 

При υ=0, сила р дорівнює значенню p0 і являє собою ізометричну силу – максимально можливу си-

лу, що розвиває м’яз при фіксованій довжині. Напруження, що генерується скелетним м’язом в ізометри-

чному тетанусі, майже не залежить від довжини. 

При значенні навантаження p=0 швидкість 

скорочення м’яза є максимальною і дорівнює 

υ=(bp0)/a. При даній швидкості м’яз має можли-

вість скорочуватись зі швидкістю при нульовому 

навантаженні. М’язова тканина, як суцільне се-

редовище, може проявляти реологічні властиво-

сті [12, 13], які заключаються в наявності як 

пружних так і в’язкісних властивостях 

(в’язкопружність). Будь-який матеріал може бу-

ти представлений у вигляді реологічної моделі – 

комбінації в’язких і пружних елементів [12, 13]. 

Відповідно м’яз може бути представлений 

у вигляді реологічної моделі, яка складається із 

комбінації різних силових елементів (рис. 2). У 

реологічну схему м’язу також включаються па-

сивні в’язкі і (або) пружні елементи. Вони опи-

сують пасивні властивості м’язової тканини, на-

приклад, в’язкість і пружність скорочувальних 

білків, з’єднувально-тканинного каркасу та ін-

ших, тобто властивостями тканини як матеріалу 

[9]. Паралельна пружність (див. рис. 2 а) відноситься головним чином до білка тайтину і частково до 

сполучнотканинного каркасу. Послідовна пружність (див. рис. 2 б) описує пружні властивості міофіла-

ментів та структурних й регуляторних білків, а також кінцеві ефекти або більш податливі кардіоміоцити 

(коли вони ще не активовані або активовані, але не встигли розвинути достатнє напруження) [14]. При 

паралельному з’єднані реологічних елементів (див. рис. 2 а) загальне силове навантаження дорівнює сумі 

складових силових навантажень – P=Pп1+Pп2, а загальна деформація рівна складовим деформаціям реоло-

гічних елементів – x=x1=x2. При послідовному з’єднані реологічних елементів (див. рис. 2 б) загальне 

силове навантаження рівне складовим силових навантажень – P=Pп1=Pп2, а загальна деформація рівна 

сумі складових деформацій реологічних елементів – x=x1+x2. Для імітації перехідного процесу зміни си-

лового навантаження на м’яз, що виникає при зміні його довжини, була побудована реологічна модель 

м’язового волокна, що складається з скорочувального білка (демпфувального елементу), сполученого з 

послідовним пружним елементом (див. рис. 2 в). 

 

   
а) б) в) 

Рисунок 2 – Реологічні моделі складових м’язової тканини: 

а) – білок тайтин й сполучнотканинний каркас; б) – міофіламенти, структурні й регуляторні білки; 

в) – скелетний м’яз Хілла  

 
1 – теоретична залежність,  

2 – експериментальна залежність 

Рисунок 1 – Діаграма залежності між навантажен-

ням на м’яз і швидкістю його скорочення 
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Позначимо l довжину скорочувального елемента, за х – довжину пружного елемента, тоді L=l+x – 

загальна довжина м’яза. Позначивши за υ швидкість скорочення скорочувального елемента, тоді: υ= –

dl/dt. 

Для визначення функції зміни силового навантаження на м’яз р, скористаємося тим, що при послі-

довному з’єднанні елементів складові їхніх сил рівні між собою, тобто сила скорочувального елемента Pa 

дорівнює силі пружного елементу Px. Припустимо, що сила, яка генерується пружним елементом є функ-

цією його довжини p=P(x). Використаємо правило диференціювання складної функції, тоді: 

 

0( )
( ) ( )

b p pdp dP dx dP dL dl dP dL dP dL

dt dx dt dx dt dt dх dt dx dt p a
υ

 −
= = − = + = + 

+  . (1.2) 

Для визначення dP/dx зробимо припущення, що пружний елемент є лінійною функцією, а це у свою 

чергу дозволило представити силу у вигляді P(x)=α(x–x0), де x0 – задана довжина м’язевого волокна у 

стані спокою. Тоді dP/dx=α, і відповідно диференціальне рівняння (1.2) матиме вигляд: 

 

0( )b p pdp dL

dt dt p a
α
 −

= + 
+  . (1.3) 

Для моделювання м’язового скорочення за моделлю (1.3) необхідно розглянути два режими: ізоме-

тричний тетанус і скорочення (видовження) м’яза з постійною швидкістю. 

Якщо скелетний м’яз привести в стан тетанусу за допомогою періодичної стимуляції, тоді через пе-

вний період часу м’яз розвине ізометричне напруження. В ізометричних умовах при скороченні м’язу 

його  довжина не зміниться, тому dL/dt=0 і рівняння (1.3) набуде вигляду: 

 

0p pdp
b

dt a p
α

 −
=  

+  . (1.4) 

Так як права частина рівняння (1.4) має єдиний нуль при p=p0, тоді усі розв’язки повинні прагнути 

до p0 при t →∞ . Розв’язок диференціального рівняння (1.4) знаходиться в явному вигляді, так як це рів-

няння із роздільними змінними, тоді: 

0

p a
dp bdt

p p
α

+
=

−
; 

0 0 0

0 0 0 0

1
p p p a p ap a p a

dp dp dp dp
p p p p p p p p

 − − − ++ − −
= − = − = − − 

− − − − 
; 

0 0
0 0 0

0 0

( )
1 ( ) ( ) ln( )

p a d p p
dp p p a p p a p p C

p p p p

 + − −
− = − + + = − − + − + 

− − 
∫ ∫ ; 

 0 0( ) ln( )p p a p p C btα− − + − + =
. (1.5) 

Для визначення не відомого постійного коефіцієнта C із рівняння (1.5), використаємо початкову 

умову p(0)=0, тоді: 

0 0( ) ln 0p a p C− + + = , де 0 0( ) lnС p a p= + , 

0 0 0 0 0 0 0( ) ln( ) ( ) ln ( )(ln( ) ln ) ,р p a p p p a p bt p p a p p p btα α− − + − + + = − − + − − =  

 

0
0

0

( ) ln
p p

p p a bt
p

α
 −

− − + = 
  . (1.6) 

Функція (1.6) в неявній формі описує зміну силового навантаження м’язової тканини в залежності 

від часу (рис. 3) і при значеннях параметрів a=0,14 Па і b=1,03 cм/c і максимальному навантаженні 

p0=0,031·10-5 Па (при t →∞ , 
0p p→ ). Результат порівняння отриманої функціональної залежності (див. 
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рис. 3) за рівнянням (1.6) із експериментальними даними [11, 14] дозволив отримати показник адекват-

ності математичної моделі у вигляді середньої похибки апроксимації, яка склала 5,6 %. 

 

Для режиму відпускання м’яза з постійною швид-

кістю необхідно припустити, що м’яз, який спочатку 

утримувався в ізометричному напруженні відпускаєть-

ся після чого скорочується з постійною швидкістю и. 

Тоді із диференціального рівняння (1.2) отримуємо: 

               

0( )b p pdp
и

dt p a
α
 −

= − + 
+  . (1.7) 

з початковою умовою p(0)=p0, при чому вважається, що 

p0 не змінюється в ході скорочення. Для розв’язку ди-

ференціального рівняння (1.7) розділимо змінні: 

      

0 0( ) ( ) ( ) ( )
,

u p a b p p bp ua b u pdp

dt p a p a
α α
− + + − − − +

= =
+ +

       

 

 

      
00

( )
( ) ( )

p a p a
dp dt dp b u dt

bp uabp ua b u p
p

b u

α α
+ +

= = +
−− − +

−
+

, 

 

( )
u

p a
dp b u dt

p p
α

+
= +

−
. (1.8) 

Перетворимо ліву частину рівняння (1.8) і отримаємо: 

1u u u

u u u

p p p a p ap a

p p p p p p

 − + + ++
− = − = − + 

− − − 
, 

1 ( )u

u

p a
dp b u dt

p p
α

 +
− + = + 

− 
∫ ∫ , 

 
( ) ln( ) ( )u up p a p p C b u tα− − + − + = +

. (1.9) 

Для визначення невідомого постійного коефіцієнта C із рівняння (1.9), використаємо початкову 

умову p(0)=p0, тоді: 

0 0( ) ln( ) 0u up p a p p c− − + − + = , 

де C=p0+(pu+a)ln(p0-pu). 

 

0
0 ( ) ln ( )u

u

u

p p
p p p a b u t

p p
α

−
− + + = +

−
. (1.10) 

Функція (1.10) в неявній формі описує зміну силового навантаження м’язової тканини в залежності 

від часу (рис. 4) і при значеннях параметрів a=0,14 Па і b=1,03 cм/c і максимальному навантаженні 

pu=1,6·10-5 Па (при t →∞ , 
up p→ ). Результат порівняння отриманої функціональної залежності (див. 

рис. 4) за рівнянням (1.10) із експериментальними даними [11, 14] дозволив отримати показник адекват-

ності математичної моделі у вигляді середньої похибки апроксимації, яка склала 4,8 %. 

Модель Хілла є чисто феноменологічною моделлю, яка відтворює не механізм поведінки, а фено-

менологію, тобто явища. У ній не закладено внутрішні закони м’язового скорочення. 

 

 
1 – теоретична залежність, 

2 – експериментальна залежність 

Рисунок 3 – Діаграма зміни силового наван-

таження м’язової тканини в режимі ізометри-

чного тетанусу 
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Загальним недоліком моделі Хілла є припу-

щення про те, що співвідношення «сила–

швидкість» має виконуватися миттєво після зміни 

силового навантаження, що не відповідає експери-

ментальним даним з відновлення силового напру-

ження після ступінчатої зміни довжини м’язу. Це 

призвело до створення більш досконалої моделі 

м’язового скорочення, на основі кінетики попереч-

них місточків в основі якої лежить теорія містково-

го м’язового скорочення А. Хакслі [15] по принци-

пу храповика (теорія ковзних ниток) [16]. 

Припустимо, що поперечний місток може 

зв’язатися з центром зв’язування на актині в поло-

женні х, де х – відстань уздовж тонкої нитки від 

позиції, при якій місток не розвиває сили (x=0), до 

центру зв’язування (рис. 5). 

Поперечні місточки можуть бути зв’язані з 

центром зв’язування при x>0, в цьому випадку вони 

розвивають активну скорочуючу силу, яка залежить 

від x>0, або вони можуть бути зв’язані з актином 

при x>0, в цьому випадку вони розвивають силу, 

яка перешкоджає скороченню. 

Приймаємо, що поперечний місток, зв’язаний 

з центром зв’язування на актині в положенні х, має зміщення х від ненапруженого стану, що визначає 

його силу. У підході Хакслі було припущено, що місця зв’язування на актині знаходяться досить далеко 

один від одного, так що кожному місточку доступне тільки одне таке місце. З урахуванням даного при-

пущення кожен місточок (зв’язаний чи незв’язаний) може бути асоційований з єдиним значенням х. 

Оскільки місточки на протилежних сторонах саркомера по відношенню до середньої лінії (H-зони) 

орієнтовані протилежно один одному, при вкороченні саркомера половинки саркомера рухаються 

назустріч один одному, і тому зміна довжини саркомера дорівнює подвоєній величині зміщення кожної з 

його половинок. Тому буде розглядатись динаміка місточків в одній із половин саркомера, а саме правої 

для визначеності (див. рис. 6). 

 
Рисунок 5 – Схема місткової моделі Хакслі 

За допомогою параметра р буде позначатись число поперечних (зв’язаних і незв’язаних) місточків 

зі зміщенням х. Передбачається, що можливість зв’язування обмежена певним інтервалом –x0<x<x0. Для 

спрощення приймається, що р не залежить ні від х на даному інтервалі, ні від часу t. Тобто для кожного 

зміщення х число місточків (зв’язаних і незв’язаних), що опинилися в положенні з таким зміщенням, од-

наково і не змінюється в часі, тобто розподіл загального числа місточків не змінюється в часі, але при 

цьому частка приєднаних місточків буде змінюватись. Дане спрощення моделі приймається для ізомет-

ричного режиму, коли м’яз має фіксовану довжину, але воно не обов’язково повинно виконуватися в 

умовах, коли м’яз швидко розтягується зовнішньою силою. 

Параметром n(x, t) позначається частка місточків зі зміщенням x, що знаходиться у зв’язаному 

стані. Сильно спростивши механізм реакції циклування (прикріплення-відкріплення) місточка, водиться 

припущення, що місточок може перебувати тільки в двох станах – незв’язаному або сильнозв’язанному, 

тобто в стані, коли він генерує силу. 

Переходи між станами описуються наступною схемою: 

 
1 – теоретична залежність, 

2 – експериментальна залежність 

Рисунок 4 – Діаграма зміни силового наванта-

ження м’язової тканини в режимі відпускання 

м’яза з постійною швидкістю 
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( )

( )

f x

g x

U B
, (1.11) 

де U, B – константи швидкості прямої f(x) і g(x) зворотної реакцій – функції зміщення х. 

Закон збереження для частки зв’язаних поперечних місточків отримують розглянувши усі зв’язані 

місточки зі зміщенням х в інтервалі [a, b]. Їх загальна кількість дорівнює: 

 

( , )

b

a

n x t dxρ∫
. (1.12) 

Частка зв’язаних поперечних місточків на інтервалі [a, b]: 

 

( , )

b

a

N n x t dx= ∫
. (1.13) 

Для обраного напрямку швидкості руху (див. рис. 6) швидкість ковзання ниток актину відносно 

міозину при заданій постійній швидкості укорочення саркомера приймається υ>0. Тоді швидкість скоро-

чення саркомера буде в два рази більше швидкості ковзання ниток. 

Якщо рух міофіламентів буде відсутнім (υ=0), тоді кінетичне рівняння для частки прикріплених місточ-

ків має вигляд: 

 ( ) (1 ) ( )
dn

f x n g x n
dt

= ⋅ − − ⋅ . (1.14) 

Так як саркомер скорочується із ненульовою швидкістю тому приймається швидкість ковзання 

міофіламентів υ. Під час процесу укорочення м’язу, рух ниток відбувається справа наліво, що у свою 

чергу аналогічно спрямовує «потік» місточків через межі відрізку [a, b]. 

Потік (кількість в одиницю часу) через межі x=a за межею інтервалу дорівнює J(a, t)=ρ·υ·n(a, t), a 

притік всередину інтервалу через границю x=b дорівнює J(b, t)=ρ·υ·n(b, t) (рис. 6). 

 
Рисунок 6 – Розрахункова схема зміни частки зв’язаних поперечних місточків в інтервалі [a, b] із-за руху 

ниточок 

Загальна кількість місточків, що виходять за малий інтервал часу Δt за межі а, рухаючись справа 

наліво, визначається кількістю місточків, які в момент часу t мали зміщення х, що не перевищує макси-

мальний зсув xm=υ·Δt, який можна пройти, рухаючись зі швидкістю υ за час Δt. Тому середній потік через 

межі а за час Δt виражається співвідношенням: 

 

0

( , )

( , )

mx

n a t d

J a t
t

ξ ξ

ρ

+

∆

∫

. (1.15) 

За теоремою про середнє значення [1] отримуємо: 

 

( , ) ( , )
( , ) ( , )mn a t x n a t t

J a t n a t
t t

ξ ξ υ
ρ ρ ρ ξ υ

+ ⋅ + ⋅ ⋅∆
= = ⋅ + ⋅

∆ ∆ , (1.16) 

де ξ – деяка середня точка на інтервалі  [0, xm]. 

Переходячи до межі при t →∞  отримуємо: 
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( , ) ( , ) ;

( , ) ( , ) .

J a t n a t

J b t n b t

ρ υ

ρ υ

= ⋅ ⋅


= ⋅ ⋅  (1.17) 

З урахуванням реакції прикріплення-відкріплення місточків й руху ниток отримаємо наступне 

рівняння для зміни швидкості загальної кількості приєднаних місточків в часі: 

 

( , ) ( ( )(1 ( , )) ( ) ( , )) ( , ) ( , )

( ( )(1 ( , )) ( ) ( , )) ( ( , ) ( , )).

b b

a a

b

a

n x t dx f x n x t g x n x t dx J b t J a t
t

f x n x t g x n x t dx n b t n a t

ρ ρ

ρ ρ υ

∂
= − − + − =

∂

= − − + ⋅ ⋅ −

∫ ∫

∫
 (1.18) 

За формулою Ньютона – Лейбніца [1, 2] виконується заміна: 

 

( , )
( , ) ( , )

b

a

n x t
n b t n a t dx

x

∂
− =

∂∫
. (1.19) 

Підставляючи вираз (1.19) у праву частину рівняння збереження (1.18), і виносячи похідну за часом 

під знак інтеграла в ліву частину рівності (1.18) усі складові діляться на ρ. Наступним виконується пере-

хід від рівності інтегралів до рівності підінтегральних виразів, що дозволяє отримати рівняння Хакслі 

для динаміки поперечних містків: 

 

( )(1 ) ( )
n n

f x n g x n
t x

υ
∂ ∂

− = − −
∂ ∂ . (1.20) 

Аналіз перетворень (1.18) і (1.19) показує, що диференціальне рівняння в частинних похідних (1.20) 

справедливо й для випадку заданої швидкості ковзання ниток як функції часу υ(t). 

Так як ( , )n x t dxρ
+∞

−∞

∫  є загальним числом зв’язаних місточків тому можна припустити, що кожен 

місточок являє собою пружний елемент, який розвиває силу пружності r(x), яка залежить від його 

зміщення х. Тобто будь-який місточок, розтягнутий на величину х, по відношенню до нейтральної пози-

ції, розвиває однакову силу r(x). 

Тоді сила, що розвивається половинкою саркомера дорівнює: 

 

( ) ( , )р r x n x t dxρ
+∞

−∞

= ∫
. (1.21) 

Приймаємо, що м’язове волокно рухається з постійною швидкістю n(x, t), що у випадку стаціонар-

ного процесу – 0
n

t

∂
=

∂
.  

Стаціонарний розподіл місточків n(x) із диференціального рівняння (1.20): 

 

( )(1 ) ( )
n

f x n g x n
x

υ
∂

− = − −
∂ . (1.22) 

Якщо значення швидкості ковзання міофіламентів υ достатньо мале, тоді n(x) апроксимується 

квазістаціонарним рішенням: 
( )

( ) ( )
( ) ( )

f x
n x n x

f x g x
∞= =

+
. При великих значеннях швидкості ковзання 

міофіламентів υ зміна швидкості загальної кількості приєднаних місточків n(x) змінюється повільно, як і 

функція х. 

У загальному випадку залежність демпфувальної сили має вигляд: 
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( ) ( )р r x n x dxρ
+∞

−∞

= ∫
, (1.23) 

де n(x)  – розв’язок рівняння (1.22). 

Більша сила досягається при менших швидкостях. При нульовій швидкості ізометрична сила дорів-

нює: 

 

( )

( ) ( )
0 ( )

f x
р r x dx

f x g x
ρ

+∞

−∞

=
+∫

. (1.24) 

При великих швидкостях сила зменшується, тому що місточок знаходиться близько від центру 

зв’язування протягом дуже короткого часу, тому зв’язок малоймовірний, і в результаті менша частка по-

перечних місточків генерує силу. Інший фактор зменшення сили при великих швидкостях – це те, що 

більша кількість місточків встигає потрапляти в область x<0 до того, як вони відкріпились, таким чином, 

генерується сила, яка чинить опір скороченню. При деякій максимальній швидкості сила, яка генерується 

місточками з x<0, врівноважує силу, що генерується місточками з x>0, і м’яз перестає генерувати силу, 

при цьому досягається максимум швидкості скорочення. 

З метою отримання функціональних залежностей демпфувальної сили, необхідно підібрати 

відповідні функції f(x) і g(x). 

Приймаємо наступні кусково-безперервні функції: 

 

1

0, 0;

( ) , 0 ;

0, ,

x

f x
f x x h

h

x h

<



= ≤ ≤


>  (1.25) 

 

2

1

, 0;

( )
, 0.

g x

g x g x
x

h

≤


= 
>

  (1.26)  

У цій моделі швидкість від’єднання місточка g(x) невелика, коли місточок генерує силу скорочення. 

Коли х від’ємне значення і поперечний місточок опирається скороченню, тоді g(x) зростає. З тих же са-

мих причин місточки не приєднуються при від’ємних значеннях х (f=0 при x<0 ) і швидкість прикріплен-

ня зростає з ростом х. Починаючи з деякого значення x=h швидкість прикріплення поперечних місточків 

дорівнює нулю, так як передбачається, що місточки не можуть приєднуватися до місця зв’язування, яке 

знаходиться на великій відстані. 

Розв’язок стаціонарного рівняння ( )(1 ) ( )
n

f x n g x n
x

υ
∂

− = − −
∂

 для n(x) можна отримати за допомо-

гою кускового розв’язання диференціального рівняння. 

Позначаючи n1, n2, n3 у вигляді розв’язку на інтервалах 0x ≤ , 0 x h< ≤ , h<x. Тоді n1 – розв’язок 

диференціального рівняння 1

2 1

n
g n

x
υ
∂

− = −
∂

, а саме: 

 1 2

1

dn g
dx

n υ
= ; 

2

1

g x

n Ae υ= , (1.27) 

де A – константа інтегрування. Даний розв’язок (1.27) обмежений при x→∞ . 

Розв’язок для n2, яке задовольняє диференціальне рівняння: 
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( )

( )

2 1 1 2 1 1 1
2 2 2

2 1 1 1 1 2 1 1

2 2 2 2

2 1 1 1 2

2 2 1 1 1

(1 ) ( ) ;

1
( ) ;

;

dn f x g x dn g x f x f x
n n n

dx h h dx h h h

n g f f f n g f

xdx dn h h hdn hdn dn h xdx

n g f f hdn dx
x

hdn xdx n g f f

υ υ

υ
υ

υ

υ

− = − − − + + =

+
− + + = − + =

+ −
= =

+ −

 

 

( )22
1 11

2 1 1 1 2

1 1 1 1

1
ln( ( ) ) exp

2 2

x g ffx
n g f f Bn B

g f h g f hυ υ

 +
+ − = + = +  

+ +   , (1.28) 

де B – константа інтегрування. 

Диференціальне рівняння для n3 має вигляд: 

 

2

3 3
1 3 1 3 1

3

ln
2

dn dnx x x
g n g dx n g C

dx h n h h
υ

υ υ
− = − = = +

, (1.29) 

де 
2

1

3 exp
2

g x
n C

hυ

 
=  

 
 – розв’язок необмежений при x→∞  i 0υ > . 

Єдиний обмежений розв’язок даного рівняння – n3=0, тому що з фізичних міркувань, оскільки 

місточок не може прикріпитися при x>h, коли υ>0. Щоб визначити невідомі константи А та В, необхідно 

врахувати, що розв’язок має бути неперервним при x=0 та x=h, тоді 
1 2 2 3(0) (0), ( ) ( ) 0n n n h n h= = = , 

2

1(0)

g
x

n Ae Aυ= = , 
( )2

1 11 1

2

1 1 1 1

0
(0) exp

2

g ff f
n B B

g f h g fυ

 +
= + = +  + + 

, 
( )1 11

1 1

exp
2

h g ff
B

g f υ

+ 
= − − 

+  
, 

1

1 1

f
A B

g f
= +

+
, 

( ) ( )2

1 1 1 11 1

2

1 1 1 1

( ) exp exp 0
2 2

h g f h g ff f
n h B B

g f h g fυ υ

 + + 
= + = + =    + +   

. 

Тоді частка місточків зі зміщенням x, що знаходиться у зв’язаному стані: 

 

( )

2

2

1 11

1 1

, 0;

( ) exp , 0 ;
2

0, .

g x

Ae x

x g ff
n x B x h

g f h

x h

υ

υ


≤


 +

= + < ≤   +  
 >

  (1.30) 

де 
( )1 11 1

1 1 1 1

exp
2

h g ff f
A

g f g f υ

+ 
= − − 

+ +  
, 

( )1 11

1 1

exp
2

h g ff
B

g f υ

+ 
= − − 

+  
. 

На рисунку 8 наведені діаграми зміни частки місточків n для чотирьох значень швидкості ковзання 

міофіламентів υ в залежності від безрозмірної просторової змінної x/h. 

Дані діаграми побудовані для наступних параметрів: максимальна відстань між місточками 

h=10-6 см; середня швидкість прямої і зворотної реакцій прикріплення місточків, відповідно – f1=50 с-1; 

g1=230 c-1; максимальна швидкість скорочення м’яза – υmax=1,0 см/c. 

Якщо припустити, що місточок являє собою лінійний пружний елемент, тобто сила пружності, яка 

ним розвивається ( )r x kx= , тоді сила, яку розвиває м’яз визначається за формулою ( )р k x n x dxρ
+∞

−∞

= ⋅∫  і 

може бути обчислена як функція швидкості скорочення, тоді результат можна порівняти з рівнянням 

(1.10) за гіпотезою Хілла. 
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а) 

б) 

  
в) г) 

Рисунок 7 – Розподіл частки місточків в моделі Хакслі 

Порівняння результатів теоретичного дослідження 

силового навантаження на м’яз за гіпотезою Хакслі (рис. 

8) демонструє збіг з теоретичними даними за моделлю 

Хілла із точністю 4,2 %. Отримані результати теоретич-

ного та експериментального [18] дослідження фізіологіч-

ного процесу скорочення м’яза доводять раціональність 

використання теорії ковзаючих ниток і циклування попе-

речних місточків, як основи силогенерації і скорочення 

м’яза. 

Висновки 

З метою ідентифікації фізіологічних процесів опор-

но-рухової системи за основу було обрано гіпотези А. 

Хілла і А. Хаксклі, які з високою степеню адекватності 

на рівні 4 % описують фізіологічний процес скорочення 

м’язової тканини на режимах ізометричного тетанусу і 

скорочення (видовження) м’яза з постійною швидкістю. 

За відомою гіпотезою А. Хілла на основі реологіч-

них моделей комбінації в’язких і пружних елементів, які 

описують внутрішні закони м’язового скорочення, за 

допомогою диференціальних рівнянь було розроблено математичні моделі зміни силового навантаження 

м’язової тканини із степеню адекватності на рівні 5 %. Встановлено, що загальним недоліком моделі А. 

Хілла є припущення про те, що співвідношення «сила–швидкість» має виконуватися миттєво після зміни 

силового навантаження, що не відповідає експериментальним даним з відновлення силового напруження 

після ступінчатої зміни довжини м’язу. Для подолання зазначених недоліків було обрано гіпотезу А. Ха-

ксклі, яка  ґрунтується на принципах кінетики розподілу місць зв’язування актину (мономеру) із білко-

вим філоментом (поперечних місточків). За відомою гіпотезою А. Хакслі , на основі положень теорії міс-

ткового м’язевого скорочення, за допомогою диференціальних рівнянь було визначено функції розподілу 

частки місточків зі зміщенням, як складової математичної моделі зміни силового навантаження м’язової 

тканини, яка дозволяє адекватно описувати даний фізіологічний процес в перехідному режимі (ступінча-

та зміна довжини м’язу) із степеню адекватності на рівні 4%. 

Результатом порівняння теоретичного дослідження на основі розроблених математичних моделей 

силового навантаження на м’яз за гіпотезою А. Хакслі демонструє збіг з теоретичними даними за модел-

лю А. Хілла із точністю 4,2 %. 
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